Die LIOUVILLE’schen Sitze
Vortrag zum Seminar , Elliptische Funktionen und elliptische Kurven”, 23.06.2005
Marcel Carduck

Es sei stets Q) ein Gitter in C und (w1, w;) eine Basis von (). Weiter bezeichne P :=
O (u; wy,wr) = {u+ Awy + Awy ; 0 < A, Ay < 1} das Periodenparallelogramm
zum Basispunkt u € C.

§1 Die vier Sitze von LIOUVILLE

Mit den Methoden aus der Funktionentheorie der Ana IV lassen sich bereits erhebli-
che Einschrankungen von elliptischen Funktionen zeigen. Dies bemerkte erstmals J.
Liouville (1809-1882). In diesem Abschnitt werden wir die vier Sdtze von LIOUVILLE
beweisen und aus diesen bereits erste Folgerungen fiir elliptische Funktionen herlei-
ten. Wir erhalten bereits genaue Angaben iiber die Anzahl der Pol- und Nullstellen
und deren Lage im Periodenparallelogramm P = {(u; w1, wy).

(1.1) Satz
Ist f € K (€)) holomorph, so ist f konstant. o

Beweis

Sei P := {(u; wi,w,) ein Periodenparallelogramm. Da f ganz auf C ist, ist f insbe-
sondere stetig auf C. Da P kompakt ist, ist dann f(P) als Bild einer stetigen Funktion
ebenfalls kompakt.

Somit existiert ein C > 0, so das fiir alle z € P gilt: | f(z) |< C.Seinun z € C be-
liebig. Dann gibt es nach Proposition (1.6A) ein eindeutig bestimmtes w € () so dass
z + w € P. Damit erhdlt man

| f(z) [=]flz+w)|<C.

Da z € C beliebig gewahlt war, ist f auf C beschrankt. Nach dem Satz von LIOUVILLE
aus der Ana IV ist f konstant. O

Als Anwendung des Satzes betrachten wir das

(1.2) Beispiel
Sei f eine ganze Funktion. Zu jedem w € Q) gebe es ein c(w) € C,sodass f(z+ w) =
f(z) + ¢(w). Fiir die Ableitung gilt dann

flz+w) = (f(z) +c(w)) = f(z) YweQ.
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Das heisst f' € K (Q) und holomorph auf C, also konstant nach Satz (1.1). Damit
erhalten wir f(z) = az + bmita,b € C.
Weiterista(z + w) +b=az+ b+ aw ,alsoist f(z) = az+ b von der Form. o

=:c(w)

Wir konnen eine Aussage iiber die Anzahl der Pole in verschiedenen Periodenparal-
lelogrammen treffen.

(1.3) Lemma

Es seien f € K (Q)), Py und P, zwei Periodenparallelogramme. Dann gilt

(i) Die Anzahl der Pole von f in P ist gleich der Anzahl der Pole von f in P'.

(ii) rescf = resciwf fiiralle w € Q) und fiir alle c € C.

(iii) ordcf = ordcywf fiir alle w € Q) und fiir alle c € C.

(iv) Py und P, lassen sich mittels 71, lom :Pp— P, bijektiv aufeinander abbilden. Dabei
bezeichnet 7t; : P; — C/Q) die kanonische Projektion, fiir j € {1,2} . o

Beweis
(i) Seien ay, ..., a, die Polstellen von f in P. Dann existieren nach Proposition (1.6A)
eindeutig bestimmte wy, . .., wy, sodass a1 + wy, ..., a4, +wy € P’ sind. Weil f € K (Q)
ist, sind dies auch Polstellen in P’. Angenommen es gebe eine weitere Polstelle b € P/,
dann exiestiert ein w € () so dass b + w eine Polstelle in P ist. Alsoist b = a; + wj fiir
einje{l,...,r}.
(ii) + (iii) Betrachtet man in einer geeigneten Umgebung U; von c die LAURENTentwicklung
von finc

fz) =Y an(z—¢)" ,am #0,

n>m

dann ist die Ordnung von f in ¢ gleich m und das Residuum ist gleich a_;. Wegen

VEY fz—w) = Y au(z— [+ w))"

n>m

f2)=fztw-w

fiir alle z mit z — w € Us und der Eindeutigkeit der LAURENTentwicklung folgt daher
rescf = resqif und ord.f = ordcy f flir alle w € Q) und fiir alle c € C.
(iv) Vortrag , Gitterinvarianten” Satz (1.2) (]

Damit macht folgende Definition einen Sinn.

(1.4) Definition

Sei f € K (Q)) und P ein Periodenparallelogramm. Zihlt man nun die Polstellen von f in P,
wobei die Vielfachheiten jeweils durch die Wiederholung der Punkte angegeben werden und
sei die Anzahl = r. Dann nennt man r die Ordnung der elliptischen Funktion f.
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Man beachte, dass diese Ordnung sich von der Ordnung einer meromorphen Funktion in
einer Stelle zg € C unterscheidet: ord,,f = m, wobei f(z) = Y5, an(z —20)", am # 0,
die LAURENTentwicklung von f in zg ist. o

Mit dieser Definition erhalten wir eine andere Formulierung von Satz (1.1).

(1.5) Folgerung
Eine elliptische Funktion der Ordnung 0 ist konstant. ©

Wir bezeichnen fiir a,b € C die Verbindungsstrecke von 4 nach b mit
v:[0,1] — C, t—a+t(b—a).

Wir schreiben dafiir v = [a, b].

(1.6) Lemma
Ist f € Mundist P = {u+ AMwy + Aywy ;0 < Ay, Ay < 1} ein Periodenparallelogramm,
so dass f holomorph auf oP ist, dann gilt:

/f )dz = / f(z) = f(z4+wy)dz + / f(z) = f(z4+wq) dz ©

[u,u+w] [u—+ws,u]

Beweis

Der Rand 0P des Periodenparallelogrammes werde 0.B.d.A in positiver Orientierung
durchlaufen. Dies ist stes durch Vertauschen von wq und wj zu erreichen, also nur
eine Anderung der Bezeichnung. Dann ist

aPziu,u+w1]69[u+w1,u+w1+w2]/@\[u+w1+w2,u+wz]@[quwZ,ul,
T T2 7 i

Weiter ist

v3(t) = u4wi+wr +Hu+wy— (U+wy+wy))
u+w; +t(u— (u+wy))+wr =7 (t) +wp und
Y2(t) = v, () +wr Vtel0,1].

Damit erhalten wir schliefslich

[f@daz = [feraz+ [fEdz+ [fE)dz+ [ f)dz
oP T 72 73 74
= /f(z)—/f(z+w2)dz+/f(z)dz—/f(z+w1)dz
e

= /f fz+wy dz+/f — f(z+ wq)dz. O

Y4
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(1.7) Bemerkung
Ist Im(wy) # 0, so wird 9P genau dann positiv durchlaufen wennn Egi; > 0. Ist

Im(w;) # 0, so wird 0P genau dann positiv durchlaufen wennn Im(w2) 0. Der Fall

Im (1)

Im(w1) = Im(wy) = 0 ist nicht moglich. ©
Wir bendtigen das Lemma fiir den Beweis von den folgenden
(1.8) Satz
Ist f € K (Q) und P ein Periodenparallelogramm, dann gilt

Y rescf =0. (1)

ceP <&
Beweis

Da P kompakt ist, liegen nach Proposition (2.1) nur endlich viele Pole von f in P.
Wegen res.f = 0 fiir alle c € P, in denen f holomorph ist, ist die Summe endlich.
Nach Lemma (1.3) ist die Summe (1) unabhédngig von der Wahl des Periodenparalle-
logrammes. Wir konnen also P so wihlen, dass keine Pole auf dem Rand 9P liegen.
Mittels des RESIDUENSATZes ergibt sich (beachte hierbei n15p(z) = +1 auf P)

+27i Y rescf = 427 ) rescf = /f(z) dz
oP

ceP cePﬂDf

(1.6)
[ @ - ferw) izt [ (fE) - fE+w) d=
[u,u+w] =0 [u+wy,u] =0
Da f € K (Q)ist, gilt f(z) = f(z + w;) ftr j € {1,2}, also sind die Integranden gleich
0, und somit folgt die Behauptung (1). O]

Direkt aus diesem Satz erhalten wir die

(1.9) Folgerungen

Es gibt keine elliptische Funktion f erster Ordnung. f muss wenigstens einen Pol zweiter
Ordnung (mit Residuum 0) oder zwei Pole erster Ordnung in jedem Periodenparallelogramm
besitzen. o

Um den nédchsten Satz zu beweisen bendtigen wir noch das

(1.10) Lemma
Ist f € K(Q),u € Cund P ein Periodenparallelogramm, dann ist

/
g(z) == % € K (Q) und es gilt rescg = ord.(f —u) furallec € P.
Weiter hat g nur Pole erster Ordnung. o
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Beweis

Da f € K (Q) istliegt auch f' € K (Q). Weil £ (Q3) Unterkérper von M ist gilt damit
auch g € £ (Q). Seien ay, ..., a, die Nullstellen von f — u in P mit den entsprechen-
den Vielfachheiten k,,,..., ks, sowie by, .. ., bs die Polstellen von f — u (und auch von
f') mit Vielfachheiten k;,, ..., k;.. Nach der Ana IV hat f dann folgende Darstellung
in einer geeigneten Umgebung der g; fir ! € {1,...,r}

f2) —u=(z—a)fuf(z),

wobei f(z) holomorph in a; und f(a;) # 0. Damit gilt fiir die Ableitung von f

F(z) = ko (z — a) 1 f(2) + (z — a)* 1 (2).

Daraus ergibt sich

_ k)T @+ E-a) i fiz) ke f(2)
s = =7 RN

holomorph

= res, g = kg = ordg (f —u).

Weiter besitzt f nach der Ana IV in einer geeigneten Umgebung der by, fiir
m € {1,...,r}, die Darstellung

fl@)—u=—f(2),

(Z - bm ) kbm

wobei f holomorph in by, und f(b,,) # 0. Damit erhilt man

! _k m 7 '
f (Z) = (Z — bml;kbm-s-lf( ) + (Z flg,i))khm' also
—kp,, - f(2) f(z) (z = bw)om _ —ky, f(z)
g(Z) ((Z bk )kbn1+1 (Z _ bm)kbm> . ]?/ Z) — bm + ]T;(Z) (3)
N~
holomorph

= resy, g = —kp, = ord, (f—u).
Da sowohl f und g ansonsten holomorph sind, gilt insgesamt:
ord(f —u) = res;g VceP.

Speziell hat ¢ mit (2) und (3) in den Punkten ay, ..., a, und by, ..., bs Pole erster Ord-
nung. O
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Damit konnen wir nun den folgenden Satz beweisen.

(1.11) Satz
Ist f € K (Q) nicht konstant und P ein Periodenparallelogramm, dann gilt fiir jedes u € C

Y orde(f —u) =0.

ceP

Betrachtet man die Summanden die ungleich Null sind, so resultieren die negativen Beitrige
genau von den Polstellen von f — u und die positiven Beitrige aus den Nullstellen von f — u.
D. h. wenn man die entsprechenden Vielfachheiten mitzihlt ist die

Anzahl der Pole von f = Anzahl der Nullstellen von f = Anzahl der u-Stellen von f. ¢

Beweis /
Nach Lemma (1.10) ist g(z) := % wieder elliptisch bezgl. ) und es gilt

rescg = ordc(f —u).
Mit Satz (1.8) folgt dann

Y orde(f—u) = ) resg =0 O

ceP ceP

Auch aus diesem Satz konnen wir direkt einige Folgerungen ziehen.

(1.12) Folgerung

Ist f € K(Q) nicht konstant und P ein Periodenparallelogramm, so ist f(P) = C :=
C U {oo}, da f nach Satz (1.1) wenigstens einen Pol in P hat. Insbesondere nimmt jede nicht
konstante elliptische Funktion in P jeden Wert in C gleichoft (mit Vielfachheiten) an.

Die Anzahl der u-Stellen in P mit einer Vielfachheit k > 1 ist endlich, da f' genau r € N
Nullstellen in P hat, wobei r die Ordnung von f’ ist. o

Wir erhalten den vierten Satz von LIUOVILLE.

(1.13) Satz

Ist 0 # f € K (Q) und P ein Periodenparallelogramm, so gilt
Y ¢ (ordcf) € Q. (4)
ceP &
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Beweis

Wie im Beweis von Satz (1.8) wollen wir ebenfalls den RESIDUENSATZ anwenden.
Dazu sei P so gewdhlt, dass keine Polstellen und auch keine Nullstellen auf dem Rand
0P liegen. Dies kann, da die Null- und Polstellenmenge in P endlich sind, 0.B.d.A.
vorrausgesetzt werden. Weiter gilt:

/ /
ord.f (1;0) res;c— = c- ord.f =c- 1rescji VceP.

f f

Weiter ist, da nur endlich viele Summanden ungleich 0 sind,

r r r
Z (cx + wyi) orde, o, f = 2 k- orde, f +w wobeiw = Z Wy
k=1 k=1 k=1
Daher ist die Ausage invariant unter dem Wechsel der Periodenparallelogramme. Da

J;((j)) nach Lemma (1.10) nur einfache Pole besitzt und g(z) := z holomorph ist gilt

c- rescj;(( )) = res.z - % Mit dem RESIDUENSATZ erhilt man daher (n5p(z) = +1
auf D)
f/
+27i Y ¢ ord.f = +£2mi ) c- resC
cepP cepP op
(1.6) / f’ z f’(z+w2 f’ z f(z+ wr)
= (z+ w2 Z+w) = dz
f(z) )f(z 1>f(z+w1)
[t,u+w1] [t+wo,u]
/ flzdz—w flz 5)
f(z) f(z)
[1,u+w;] [u,u+w1]

Im letzten Schritt wurde f € K (Q)) ausgenutzt. Es ist nun nach Vorrausetzung J;((ZZ))
in einer Umgebung von Spur([u, u + w;]),j € {1,2} holomorph. Betrachtet man nun

Yj = foluu+wi:[0,1 — C,

dann ist 7;, fiir ; := [u, u + wj|, ein Weg mit

7(0) = f(7(0)) = f(w), % (1) = f(v(1) = flutw)” =" f(u).

Somit ist 7; geschlossener Weg, fiir den gilt

27Z 3 2mi -5 (0) = /wdw_/ 70h 5 (t) dt

) () dt = f'(z)
_/ t t)dt—r{mdz,
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wobei 715,(0) die Umlaufzahl von y; um 0 bezeichnet. Damit gilt also mit (5)

+27i Y ¢ ordef = wq - 2miky — wy - 27tiky  mitky, ky € Z.
ceP

Teilt man nun durch 27i so folgt (4). O

Wir betrachten ein weiteres

(1.14) Beispiel

Sei0 # f € M,sodasseszujedem w € Qeinc(w) € C giltmit f(z+ w) = f(z)c(w)
fir alle z € C\ Dy. Zu zeigen:

(i) ord.f = ordeywfVzeC,w e Q.

(ii) Y .cp ord.f = 0.
(iii) Ist f ganz, so existieren a,b € C mit f(z) = ae® fiir alle z € C.

Vorbemerkung:

Fir alle w € Q gilt c(w) # 0. Denn angenommen es existiert ein w € Q) mit ¢(w) = 0.

Dann ist
f(z+w) =c(w)f(z) =0firallez € C\ Dy.

Weil aber C \ D¢ nicht diskret in C ist folgt mit dem Identitatssatz f = 0 im Wider-
spruch zur Vorraussetzung. Also gilt fiir alle w € Q) daher c¢(w) # 0.

Betrachtet man die Ableitung so ist f/(z + w) = (c(w)f(z)) = c(w) f'(z).

zu (i):

f habe in einer Umgebung U von ¢ die LAURENTenwicklung

f(z) =) an(z—c)", am #0.

n>m

Fiir w € Q und fiir alle z € w + U gilt dann

flz) = fletw-w)=cw)f(z-w)
zmwel c(w) Z an(z — [c + w])™

Weil w € ) und ¢ € C beliebig waren, gilt daher
ord.f = orde1of VYw e QundVceeC.

zu (ii):
Hierzu werden wir den Beweis von Satz (1.13) nachvollziehen. Es gilt ord.f = rescj%
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tir alle c € P. Wie auch im Beweis von Satz (1.8) sei P so gewéhlt, dass keine Pole auf
dem Rand 9P liegen. Dann gilt mit dem RESIDUENSATZ

+271i Z ord.f = £27i Z rescf = /f/ -

ceP ceP Z

Mit dem Lemma (1.6) ist dies dann

(L6) f%)_ﬁ@+m f’Z Z+m)
: [u,u+wi] f(Z) f(Z " CUZ . u+c[ u] Z Z * CU1) "
f&) _clw)f(d), / f@) _dwdf'@ .

fz)  clw2)f(2)

] 40,1
da f(z + w)) = e(w))f(z) und f'(z + w;) = c(w))f'(2), j € {1,2}, gilt.

Weil f ganz ist, folgt ord.f > O fiir alle c € C, da f keine Pole hat. Mit (ii) ist dann

ord.f = O fiir alle c € C. Damitist f(z) # 0 fiir alle z € C. Damit ist J% ebenfalls ganz
und es gilt

f(z)  clwr)f(2)

Fetw)  c@fl@)  fE)
fletw) — c@)fe) ~ fl <&

Nach Satz (1.1) ist J%/ konstant und somit f' = bf fiirein b € C, d. h. f(z) = ae” fiir
a,b e C. o

Wir betrachten zum Abschluss des Paragraphen noch die

(1.15) Bemerkung

(a) Zahlt man die Nullstellen eines nichtkonstanten f € K (Q)) mit den Vielfachhei-
ten, so gibt es nach Satz (1.11) Punkte ay,...,a, und by, ..., b, aus P, so dass f genau
in ay,...,a, Nullstellen und genau in by, ..., b, Pole hat. Dabei wird die Vielfachheit
durch die Anzahl der Wiederholungen angegeben. Damit schreibt sich die Aussage
aus Satz (1.13) in der Form

am+...+a,=b;+...+b, mod Q. (6)

(b) Wir werden spéter sehen, dass man mittels (6) eine elliptische Funktion der Or-
nung r > 2 mit vorgeschriebenen Null- und Polstellen konstruieren kann. o
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§2 Existenzsatz

Wir werden uns in diesem Paragraphen mit einer moglichst ,einfachen” (Ordnung 2)
elliptischen Funktion befassen. Wir werden erste Eigenschaften dieser Funktion zei-
gen und eine Differentialgleichung fiir sie herleiten. Spater werden wir sehen, dass
es gelingt mit ihr eine Beschreibung aller elliptischen Funktionen zu folgern.

Ohne Beweis benutzen wir den

(2.1) Existenzsatz
Es gibt eine elliptische Funktion ¢, die genau in jedem Gitterpunkt von Q) einen Pol der
Ordnung 2 hat und ansonsten holomorph ist. Ihre LAURENTreihe bei O hat die Form

oz) =z 2+mz+... o

Wir erhalten sofort das

(2.2) Korollar
¢ ist durch die LAURENT-Reihe eindeutig bestimmt und hat in allen Polstellen das Residu-
um 0. o

Beweis
Sei ¢ ebenfalls von der Form, d. h. ¢(z) = z72+4/(z) + - - - in einer Umgebung von
0. Betrachte nun f(z) := p(z) — ¢(z). f hat nach (2.1) bei 0 die LAURAUNTreihe

flz)=z2—z2+(a; —a))z+...

Damit ist f auf P holomorhp und somit auf ganz C und nach Satz (1.1) konstant.
Wegen f(0) = Oist ¢ = p.

Wegen resgp = respi = res, fiir alle w € () hat p in allen Polen das Residuum 0.
Man nennt p die WEIERSTRASS sche p-Funktion (zum Gitter ()). U

Wir erhalten erste Eigenschaften der WEIERSTRASS schen p-Funktion.

(2.3) Proposition

a) p ist eine gerade Funktion, d. h. p(—z) = p(z) Vz € C. Weiterhin gilta; = a3 = ... =0
in Satz (2.1).

b) ' ist eine ungerade Funktion die in allen Gitterpunkten von Q) Pole dritter Ordnung hat
und ansonsten holomorph ist. o

10
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Beweis

a) Betrachte f(z) := p(z) — p(—2z). Dann ist f € K (Q) und f ist in 0 holomorph
und somit nach Satz (1.1) konstant. Wegen f(0) = 0 ergibt sich f = 0. Da f bei 0 die
LAURENTentwicklung

f(z) = z72—(=2) 2+ a1z —ay(—z) +apz® —ay(—2)* +a3z® —az(—z)° + ...
= 2mz+ 2a3z3 +...

besitzt, ergibt sicha; = a3 = ... =0.
b) Da die LAURENTreihe von ¢ bei 0 absolut konvergiert, konnen wir gliedweise
differenzieren und erhalten

O (z) = =223 4+ 209z + 4ag2® 4. ...
Da nun g bei jedem Gitterpunkt w € () wegen Lemma (1.3) die LAURENTenwicklung
(z—w)?+a(z—w)?+...

besitzt, hat dort auch ' einen Pol dritter Ordnung. Da nur ungerade Potenzen in der
LAURENTreihe auftreten, ist o’ eine ungerade Funktion. ]

Wir kénnen nun bereits alle Nullstellen von g’ angeben.

(2.4) Lemma

Ist w € Q, aber w/2 ¢ Q, dann ist w/2 eine einfache Nullstelle von ©'. Umgekerht ist
jede Nullstelle von ' von dieser Form. o
Beweis

Da ' eine ungerade elliptische Funktion ist, gilt fiir alle z € C \ Q) die Gleichung

¢ (z+w)=p'(z) = —p'(-z)Vze C\ Q. )
Da nach Vorraussetzung —w/2 ¢ (), kann man —w/2 in (7) einsetzen und man erhalt
¢ (w/2) = —p'(w/2) = p'(w/2) =0

Sei nun (w1, w;) eine Basis von Q und P = { (w1, w;). Dann hat @’ in P die Nullstellen
w1/2,wy/2und (wy + wy) /2. Da g’ in P nur einen Pol dritter Ordnung bei 0 hat, sind
dies nach Satz (1.11) alle Nullstellen in P und haben Vielfachheit 1.

Noch zu zeigen: Fiir z € C mit p/(z) = 0 folgt z = w/2 fiir ein w € Q).

Sei nun z € C eine beliebige Nullstelle von '. Dann existiert nach Proposition (1.6A)
genau ein w; € ), so dass z — w; € P und ¢'(z — w;) = 0. Damit gilt fiir z nach dem
ersten Teil

z:=cu]-/2-|—wZ ¢ Q),

da Q) = Zwy + Zw, ist. Also ist z von der Form w /2 fiireinw € QO mitw/2 ¢ Q. [

11
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Damit konnen wir jetzt eine Aussage iiber die Vielfachheit der z-Stellen von g tref-
fen.

(2.5) Lemma
Sei P ein Periodenparallelogramm. Zu z € C mit

z# p(w/2), weQ, w/2¢Q (8)

Qibt es genau zwei verschiedene u,v € P mit p(u) = p(v) = z. In diesem Fall gilt (u+v) €
Q. Gibt es umgekehrt zwei verschiedene Werte u,v € P mit p(u) = p(v) = z, so folgt (8).0

Beweis

Nach Satz (1.11) ist die Anzahl der z-Stellen (mit Vielfachheit) in P gleich 2.

Fall 1: Sei u € P doppelte z-Stelle, also ¢’ (1) = 0. Mit Lemma (2.4) folgt u = w/2 fiir
einw € O mitw/2 ¢ ) im Widerspruch zu (8). Also tritt dieser Fall nicht ein.

Fall 2: Es existieren genau zwei verschiedene u,v € P mit p(u) = p(v) = z. Dann ist

Y coorde(p—z)=w-(-2)+1-u+1-v=="2w+ (u+v) € Q

ceP

nach Satz (1.13). Damit ist auch u + v € Q). 0

Wir fithren nun eine Standartbezeichnung ein.

(2.6) Definition
Sei (w1, wy) Basis von Q) und setze P := {(wy, wy). Wir definieren

er = p(wr/2), ke {1,2,3} mit w3 1= wy + wy. )

Dies fithrt uns zu dem

(2.7) Korollar

(a) p(z) — e, hat genau eine doppelte Nullstelle in P fiir k € {1,2,3}.

(b) p(z) — u hat zwei einfache Nullstellen in P fiir u # wy/2, k € {1,2,3}.

(c) e1, e, e3 sind paarweise verschieden. o

Beweis

(a) Nach Lemma (2.4) ist wj doppelte Nullstelle von g — e;. Weil p — ¢ in P nur einen
Pol zweiter Ordnung hat, ist dies nach Satz (1.11) die einzige.

(b) Nach Satz (1.11) hat p — u zwei Nullstellen (mit Vielfachheit). Da u # wy /2 ist,
existieren nach Lemma (2.5) zwei verschiedene s, t € P mit p(s) = p(t) = u.

(c) Angenommen es ist e; = ¢3, dann hat p(z) — e; nach Korollar (a) die beiden dop-
pelten Nullstellen w; /2 und w, /2, im Widerspruch zu Satz (1.11). [
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Die LIOUVILLE’schen Satze §2 Existenzsatz

Nun haben wir geniigend Mittel zur Verfiigung, um eine erste Differentialgleichung
fiir die WEIERSTRASS sche-p-Funktion herzuleiten.

(2.8) Satz
Fiiralle z € C\ Q gilt die Differentialgleichung
¢'(2)> =4 (p(z) —e)) (p(2) —e2)(p(2) —e3). (10) o
=:f(2)
Beweis

Sei P := { (w1, wy). Dann wissen wir nach Korollar (2.7), dass f genau die drei dop-
pelten Nullstellen w; /2, wy/2,w3/2 in P hat, sowie genau einen Pol der Ordnung 6
in 0. Ebenso hat o2 nach Lemma (2.4) genau die drei doppelten Nullstellen

CU1/2,(U2/2,(U3/2

in P sowie einen Pol von Ordnung 6 in 0. Bildet man nun den Quotienten ff&, SO
heben sich die Nullstellen des Nenners mit denen des Zahlers auf; ebenso hebt der
Pol des Nenners den des Zihlers auf. Somit ist ffiz holomorh auf P und damit auf
ganz C, also konstant mit Satz (1.1). Betrachtet man die LAURENTentwicklung um 0

p(z)=z2+..., @) =223+,

so sieht man, dass die Konstante gleich 1 ist, da in der Ndhe von Null in (10) nur die
Koeefizienten von z ¢ eine Rolle spielen. Damit folgt "> = f und somit die Behaup-
tung des Satzes. O

Die Definition der e, aus (9) hingt von der Wahl der Basis (w1, w;) von Q) ab. Dazu
die

(2.9) Bemerkung

Bei einem Wechsel der Basis von () werden die Werte ¢1, €3, e3 nur permutiert. Denn
sei (w], w}) eine weitere Basis von (). Dann existiert nach dem Basislemma ein

/
MeGL(2,Z),M=<” b>,sodass(a b)-(““):(‘”}),d.h.
c d c d wn wy

w] = aw; + bwy und W) = cw; + dw, mit det(M) = ad — be = +1.
Dann ist z. B.

cp(wr/2), falls b gerade und a ungerade,

b
61601—-1—602) =< p(wy/2), falls a gerade und b ungerade,

o(wi/2) = o ("
o((w1 +wy)/2), falls a und b ungerade.

13



Die LIOUVILLE’schen Satze §2 Existenzsatz

Der Fall a und b beide gerade ist nicht moglich, da dann ac — bd € 2Z wiére. Fiir w)
und wj erhilt man analoge Aussagen und wegen Korollar (2.7) sind ¢}, €5, e} paarwei-
se verschieden. o

Eine Verschédrfung der Bemerkung beinhaltet die

(2.10) Proposition

Zu eq, ey, e3 definiert man ey := (1,0),e; := (0,1),e3 := (1,1) € Z/2Z. Fiir eine weitere
Basis (w}, wh) von Q) wobei

a b

w) = awy +bwy Wy = cwy + dwy mit M = ( o 4 ) € GL(2;,2),

betrachtet man M € GL(2;Z/2Z), dass aus M durch Reduktion der Komponenten modulo
2 ensteht.
Dann permutiert M die Menge {ey,e;,e3} und es gilt

g-M=¢ firje {123},

falls die e_;- die entsprechenden GrofSen zur neuen Basis bezeichnen. o

Beweis
Wegen
detM=ad —bc mod2=1 mod 2

ist M € GL(2;Z/2Z) und operiert damit bijektiv auf der Menge {e1,¢3,¢3 }.
Berechne jetzt die e_;-:
Fall 1: a gerade

Dann folgt b, c sind ungerade und damit ist e] = e,. Ist d ungerade, so ist ¢}, = e3 und

¢} = e sowie M = ((1) 1 ).Esgﬂt

a-M=<1,0>-<(1’

— 0

g 01
ez-M:(O,l)-(l 1
_ 1
e3-M:(1,1)-<1 .

Ist d gerade, so ist €, = e; und e} = e3 sowie M = ( (1) (1) ) . Es gilt
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Fall 2: 2 ungerade
Ist d gerade, so folgt b, ¢ sind ungerade. Also ¢} = e3 und ¢, = e1 sowie e; = e, sowie

— 11 )
M_<1 0).Esgllt

a =0 (] o )-an-a-4

Ist d ungerade, und b ungegade so folgt c ist gerade. Also ist e] = e3 und e), = e, und

¢y = e1 sowie M = (é 1).Esgﬂt

E?M=mﬁ%(é}>=un=a=ﬁ
aM=01 (o )=-00-a-7

a-M:(1,1)~((1) i):(l,o):a:%

Ist d ungerade, b gerade und c gerade so ist ¢; = ¢j und M =E, firj € {1,2,3}.

Ist d ungerade, b gerade und ¢ ungerade, so sind €] = e; und ¢}, = e3 und ¢} = e,

sowie M = ( 1 2 ).Esgﬂt

a.M:(llo).(i g)Z(l,o):a:ei
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Der Falla, b, ¢, d alle ungerade tritt nicht auf. Insgesamt gilt also

g-M=e¢) firje{1,2,3}. 0
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