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Vortrag zum Seminar , Elliptische Funktionen und elliptische Kurven®, 30.10.2005

Dalong Qu

§1 Jacobis-Zugang

Ziel des Abschnitts.

(1) Wir zeigen mit der KRONECKER-Approximation das Lemma von JACOBI. Dieses
besagt, dass eine diskrete Untergruppe () von C hochstens zwei iiber R linear unab-
hédngige Elemente haben kann.

(2) Weiterhin ergibt sich, dass eine diskrete Untergruppe () von C mit zwei tiber R
linear unabhidngigen Elementen wq, w; bereits ein Gitter in C ist. ]

(1.1) KRONECKER-Approximation.
Zujeder positiven ganzen Zahl N und wq, wp, w3 € C gibtes (my, my, m3) € Z3\{0,0,0},
so dass gilt:

0 < |m|, |ma|, |ms] < N (1)

|mywy + mawy + maws| < - max{|w1], |wzl, |ws]|}- (2)

S

Beweis.
Seien N € IN und wq, wy, w3 € C.
Wir definieren

M := max{|w1|, |wz|, |ws|} und m = (my, my, m3), w = (w1, wy, ws)
(m, w) := myw1 + Mmywy + M3ws

Weiterhin bezeichnen wir das achsenparallele Quadrat in C mit Mittelpunkt 0 und
Kantenldnge 2K mit Q(K), also

Q(K) :={z € C; |Rez| <K, |Imz| < K}.
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1. Behauptung;:
Firallem = (my,my,m3)t € Z3 mit

0 S mq,mp, ms S N (3)

gilt
(m, w) € Q(T) mit T :=3MN

Beweis.
Mit der Definition von ( m, w) ergibt sich

[(m, w)] = [mywy + maws + maws|
Dreiecksugl.
< ]mlwﬂ + ‘mZCUz’ + ‘M3CU3|

= [my|fwr| + |[ma||wa| + [m3||ws]
< NM-+NM+NM
= 3MN 0

Die Kanten von Q(T) werden nun in t gleiche Teile geteilt. Damit erhdlt man eine Zer-
legung von Q(T) in #> Quadrate der Kantenldnge 2T /t.

2. Behauptung:
Die Anzahl der m € Z3 mit (3) ist (N + 1)3.

Beweis.

Da 0 < my,my,m3 < N, kann man mj, mp, m3 jeweils von 0 bis N wihlen, also
jeweils (N+1) Moglichkeiten. Daher ist die Anzahl der m = (my, ma, m3) € Z2 gerade
(N+1)3. O

Nach dem DIRICHLETschen Schubfachschluss liegen in Fall (N +1)3 > ? wenigs-
tens zwei verschiedene Punkte (11, w) und (m",w) in einem Quadrat der Kantenlin-
ge 2T /t. Damit erhélt man durch Differenzbildung ein 0 # m € Z3 mit (1), denn:

. ’ ' ’ ' ’ ’
Seienm = (my,m,, my) € 7Z3,0< my, m,, mz’ < N und
" "

m = (ml,mz,mg) €eZ3,0< mq,mg,m; < N, dann gilt

! 1 ! 1 ! 1
|my — myq|, |my —my|, |my —ms| <N
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/

und m = (m/1 — m/l/,m2 — mg,mg — mg) € Z3, m+#(0,0,0), da <m/,w> # <m/,w>.
Weiterhin gilt (m,w) € Q(2T/t). Daraus ergibt sich |(m, w)| < /2 -2T/t.

Wiéhle nun t € Z mit
(N+1)¥2>t> (N+1)32 -1
Dann folgt
(N+1)®># und t> N%2
Da, |(m,w)| <V2-2T/t </2-2T/N%¥?2 <+/2.2.3MN/N%? = 6v/2M/V/N,
erhalten wir (2). O

Wir kommen nun zum angekiindigten

(1.2) Lemma von JACOBI.
Ist Q) eine diskrete Untergruppe von (C;+) und sind wq, w», w3 € () gegeben, dann
gibt es my, my, m3 € Z nicht alle Null, so dass myw; + maw, + mzwz = 0. o

Beweis.

Q < (C, +) diskret

=t{ze|z| <p} <o Vp>0

= 3p > 0mit f{z € O;|z| <p}\{0} =0und |w| >p VYw € O\{0} ()
Seien wy, wy, w3 € () paarweise verschieden und # 0 (sonst klar)

Waihle N so gross, dass 6V2 . max{|w1|, |wa|, |ws|} < p

VN

Kron. Appr.
CEEPPY 3(0my, mo, ms) € Z3\{(0,0,0)} mit

Wahl von N
o+ mocos + | < 2 - max{lwr]feal, wnl} S p
12N miwy + mpwy + maws = 0 U

(1.3) Lemma
Sei () eine diskrete Untergruppe von C und seien w1, w, € () linear unabhéngig tiber
R, dann gilt

O C Qwi + Quwy

Beweis.

Sei w; € O beliebig, nach dem Lemma von JACOBI 3(my, mo, m3) € Z3\{(0,0,0)}
mit mywy + mowy + maws = 0. Dabei ist m3 # 0 ( Da sonst wegen der linearen Un-
abhangigkeit von wj,wy auch m; = my = 0 folgen wiirde, also ein Widerspruch zu

(my,mp, m3) # (0,0,0) )
iy

— w3 =——wi1+—wy € Qi + Quwy,
ms3 ms3
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also ) C Qw; + Quws. O]

Wir erhalten mit dem Lemma eine weitere Verschiafung der Aussage.

(1.4) Proposition.
EsgibtN € NmitQ C 4 (Zw; + Zw,). o

Beweis.
Andernfalls wiirde es w € () nach (1) mit beliebig grossem Nenner geben, d.h., man
hétte

/ 1
0 # wk:ﬁk(rkw1+skw2) €O,k € N,

mit ganzen ry, g, Ny, §8T(rk, sk, Nx) = 1und Ny — oo firk — oo.

Sei O.B.d.A. 0 < 7,50 < Ni

(Da, wenn rg, sy > Ny, dann gibt es m, n, r;(, s;( € Z mit r;( =1y + mNg, s;( = sp + nNj,
sodass 0 < r;(, s;{ < Ny gilt. Dann setzt man 0 # w;c = Nik(r;cwl + s;cwz) cQ,

k € N)

Dann ergibt sich
jwil < \—rkwllﬂ Sszl = | krk|!w1| +|—kSkIIaJ2\ < wr| +fwa| 0 < g, 5 < N

Dann ist die Folge (w;c) ke beschrankt in C.

Nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS hat (w;() reN daher einen Haufungs-
punkt in C, was ein Widerspruch zu () diskret in C ist. [

(1.5) Bemerkung

Aus der Algebra ist bekommt, dass jede Untergruppe einer endlich erzeugten freien
abelschen Gruppe selbst wieder frei ist. Nach der Proposition folgt

QO C %(Zwl + Zuw,) fir ein N € IN.Q) ist also eine Untergruppe einer freien
Gruppe mit Rang 2, also auch frei. Wegen Zw; + Zw; C Q) ist Q) eine freie Gruppe
mit Rang 2, also ein Gitter. o

Wir betrachten das folgende

(1.6) Beispiel
Man bestimme my, my, m3 € Z, (my,my, m3) # (0,0,0), so dass

|miV2 4 my (V3 +iV5) + mziv7| < 1 4)

und m? + m3 + m3 minimal unter der Bedingung (4) ist.
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Losung;:
Seien wy = V2, wp = V3 +iV5, w3 = ivV7 = max{|wi|, |wa|, |ws|} = 2v2.
Sei N=242? , dann gilt nach (1.1)

Imywy + maw2 + maws| = |myV2+ my(V3+iV5) + m3ivV7|

6Vv?2
< —=max{|w1],|ws], |ws|}

VN

_eV2, o
_@2\6_1

also gibt es (my, my, m3) € Z3\{(0,0,0)} mit |my|, |ma|, |m3| < N = 242 und

]ml\/§+m2(\/§+i\/5) —1—m3i\/7\ <1

Suche nun my, my, m3, so dass m? 4+ m3 + m3 minimal

imiV2+my(V3+iV5) +m3iv7| = |(miV2+mav/3) + (maV/5 + maV7)il
= \/2111% + 8m3 + 2mymaV/'6 + 7m3 + 2mymz /35

Falls my =1,my = —1,m3 = 1 oder m; = —1,my = 1,m3 = —1, dann gilt

m1V2 + ma (V3 +iV5) + mziV7| = \/17—2\/6—2\/£< 1

und
m3 +m3 +mb =3

Gibt es my, my, m3 € Z, (my,my, mz) # (0,0,0) , so dass
m3 +m3 +m3 = 2 oder m3 + m3 +m} =12

Mogliche Falle fiir m? + m3 + m3 = 2

my=0,my =+1,my=+1 = |mv2+m(v/3+iV5) +mziv/7| = 15+£2/35 > 1
my = £1,my =0,m3 =+1 = |mvV2+my(v3+iV5)+ msiv/7| =9 > 1
my=+1,my =+1,m3=0 = |mv2+my(V/3+iV5) 4+ mszivV7| = 104+26 > 1

Mbgliche Falle fiir m? +m3 +m3 = 1

my=£1,my =0,m3 =0 = |mv2+my(V3+iV5) +msiv7| =2>1
my=0,my==41,m3=0 = |mv2+my(v/3+iV5)+msziv/7| =8> 1
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my=0,my=0,m3 =41 = |mv2+m(v/3+iV5) +m3iv/7|=7>1

Somit erfiillen my = 1,my = —1,m3 = 1 oder m; = —1,my; = 1,m3 = —1 die Be-
dingung und m? + m3 + m3 ist minimal. O]

§2 Die Gruppe GL(2;7)

Ziel des Abschnitts.
Wir untersuchen Eigenschaften der Gruppe GL(2;Z) und zeigen das Ergdnzungs-
Lemma. O

(2.1) Bemerkung
Die Menge

Mat(2;Z) = {U = < Z Z

bildet bekanntlich bei Matrizen-Addition und -Multiplikation einen Ring mit Eins-

element
10
e (10).

Die Gruppe der Einheiten des Ringes Mat(2;Z) heisst allgemeine lineare Gruppe vom
Grad 2 tiber Z und wird mit GL(2;Z) bezeichnet:

);a,b,c,de z}

GL(2;Z) := {U € Mat(2;Z); 3V € Mat(2;Z) mit UV = VU = E}.

Wir betrachten den

(2.2) Aquivalenz-Satz.

Fir U € Mat(2;Z) sind dquivalent:

(i) UeGL(2;2).

(i) detU = +£1.

(iii) U ist invertierbar tiber Q und U~! € Mat(2;Z).

(iv) Die Abbildung U: 7% — 72, x—Ux, ist bijektiv.

(v) Die Abbildung U: 7?2 — 72, x—Ux, ist surjektiv. o

Beweis.

(iili) = (i): Nach Definition von GL(2;Z).

(i) = (iv):

UeGLZZ)=3U e GL(2Z)mitUU' =U"'U=E
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Def. U ': 722 - 7%, y— U ly,= (UoU Y (y) =yund (U tol)(x) =x,
wobei X,y € 7Z*=U bijektiv.

(iv) = (v): trivial.
(v) = (ii): Es gibt also u,v € Z? mit Uu = < (1) ) und Uv = ( (1) >, also UV =E fiir
V:= (u,v). Durch Determinantenbildung folgt

1 =detE = det(UV) = det(U) - det(V)

= (ii), da det(U)e Z und det(V)e Z.
(i) = (iii)): Man verwendet die bekannte Darstellung der Inversen mit Hilfe der

Adjunkten
1 d —b a b
-1 .. _
4 _detll(—c a) fiir u_(c d)'

(2.3) Bemerkungen
a) Neben der Gruppe GL(2;Z) betrachtet man noch deren Normalteiler

SL(2,Z) := {U € GL(2,Z); detU = 1}

von GL(2;Z), die sog. spezielle lineare Gruppe vom Grad 2 iiber Z. Wegen

GL(2Z) = SL(2,Z)U(%Z) - ( 10 )

0 -1
hat SL(2,Z) den Index 2 in GL(2,Z). o
Behauptung.
SL(2;Z) := {U € GL(2,Z);detU = 1} ist Normalteiler von GL(2; Z) O
Beweis.

Seien A€ GL(2,Z) und Se SL(2,Z) beliebig, dann gilt

det(A-S-A7Y) = det(A)-det(S)-det(A™!)
= det(A)-det(A™1) - det(S)
= det(AA™!)-det(S) =1

= A-S-A"! € SL(2,Z) = SL(2,Z) ist Normalteiler von GL(2; Z). O
b) Fiur U = ( i Z ) € GL(2;,Z) folgt +1 = detU = ad-bc, so dass z.B. c und d teiler-

fremd sind.
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( ¢, d sind teilerfremd, da sonst ein 1 # m € Z mit m=ggT(c,d) existiert, fiir das
m | det(U) gilt, was ein Widerspruch zu det(U)==£1 ist.)

Wir erhalten das

(2.4) Erganzungs-Lemma. .
Sind ¢,d € Z teilerfremd, dann existiert ein U € SL(2;Z) mit U = ( o d ) . Hier ist U

bis auf einen linksseitigen Faktor der Form < (1) II ) mitk € Z eindeutig bestimmt.o

Beweis.
Da ¢, d nach Voraussetzung teilerfremd sind, gibt es (Z ist Hauptidealring, vgl. Alge-

bra) a,b € Z mitad -bc=1,d.h., U = < Z b > gehort zu SL(2;Z). Ist V € SL(2;Z) eine

d
), dann folgt

weitere Matrix mit V = ( : ;

SL(2,Z) > VU ! = <: ;)(_dc _ab):(g :>

(DaV,Ue SL(2,Z) = U € SL(2,Z)= VU ! € SL(2,Z).)

also notwendig VU~ = ( (1) 11( ) mit einem k € Z, da det ( E; 1( ) =1
Damit gilt V = ( (1) 11< ) U, also die Behauptung. O

Wir erhalten weitere

(2.5) Bemerkungen

a) Das Beispiel U=2E zeigt, dass man —im Gegensatz zu der analogen Situation {iber
einem Korper — die Bedingung U : 7?2 — 7% ist injektiv, nicht in den Aquivalenz—Satz
aufnehmen kann, da 2E ¢ GL(2;Z).

b) Das Ergdnzungs-Lemma erlaubt die Konstruktion von zahllosen Beispielen: Die
Matrizen

31 2 3 3 10 89 144 514229 832040
21 )7\35)"\2 7 )7\ 144 233 )’ \ 832040 1346269

gehoren z.B. zu SL(2,2Z).

c) Die Ergebnisse dieses Abschnitts lassen sich leicht auf n xn Matrizen iibertragen.
( vgl. dasselbe Buch, 5.222.) o
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83 Basis-Lemma

Ziel des Abschnitts.
Wir wollen einen Basiswechsel in (2 und die Eigenschaft des Periodenparallelogramm
betrachten. ]

Zunichst beweisen wir das

(3.1) Basis-Lemma.
Sei () ein Gitter in C und (w1, w») eine Basis von Q). Fiir “/1/ w/z € Cgilt dann:

a) w/l und wlz gehoren zu () < es gibt ein U € Mat(2,Z) mit

()-o(2)
Wy €%)
b) (w/l, wlz) ist eine Basis von () <= die Matrix U in (5) gehort zu GL(2;Z). o

Bewelis.
a) ,,— " Sind w/l,w/z beliebige Punkte von () und ist (wj, wy) Basis von (), dann
gibt es a,b,c,d€ Z mit w’l = awq + bwo, w/z = cwq + dwo, also

W w . a b
(w;) :U(w;)mltll:(c d)EMat(Z;Z). (6)

Gilt umgekehrt (6), so gehoren wll und a)lz zu Q).

‘"

Il:
b),— " st (wll, w/z) eine Basis von (), dann gibt nach a) ein V € Mat(2;Z) mit
( “1 ) =V< “l >.Esfolgt
w2 W,
(wl)zvu(“’l) und (“’?) - uv(“’})
wy (%) Wy Wy
Da aber (wq, wy) und (wll, wlz) tiber R linear unabhéngig sind, hat man

vUu=UV =E,

also U € GL(2;Z) nach (2.1).
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"

= Ist U € GL(2;Z), dann sind (w/l, cu/z) in (6) zundchst linear unabhdngig tiber
IR. Fiir beliebige wlll, wlzl € Q) gibtes ein W € Mat(2;Z) mit

(“’%) — W(wl),alw(w/l/) :wu—1<°",1>.
w, w> Wy Wy

. . " " . . . . . / o . / /
Damit sind w;,w, jeweils Linearkombinationen von w,, w, tiber Z. Also ist w;, w,
eine Basis von Q). O

Wir betrachten im folgenden Periodenparallelogramm.

(3.2) Definition
Es sei Q) ein Gitter in C und (w1, wy) eine Basis von Q). Fiir u € C definiert man das
Periodenparallelogramm (beziiglich wj, wy mit Basispunkt u) durch

O(u; wi,wr) = {u~+aywy +axwy; 0 <y, 0 <ay <1}
Im Fall u = 0 schreibt man auch
Olwr, wy) = O(0; w1, wyp) = {agwr + apwy; 0 < g, 0 <ap <1}

und nennt {(wq, wy) auch eine Grundmasche des Gitters. o

Jedes Periodenparallelogramm P:=((u; w1, w») ist ein Fundamentalbereich von C be-
ziiglich () im folgenden Sinne:

(3.3) Proposition.
Zujedem z € C gibt es genauein w € () mit z+w € P. Gehoren insbesondere z und
z+w, w € (), zu P, dann gilt w=0. o

Beweis.

Weil (w1, wy) Basis von Q) und Q) Gitter ist, dann ist auch = (w1, w;) Basis von C.
= 31,82 € Rmit z-u=¢i1wq + &rwo.

Zu ¢y,¢r € Rexistierennunkl € Zmit0 < & +k, ¢+ < 1und

P > (G1+kw + (G2+ws + u
= Cwy + Crwr +kwi +lwr +u
= z—u-+kw+Ilwy+u
= z+4kwi+lwy

also w = kwi +lwy; € QO mit z+w € P und zwar kle€ Z ist eindeutig bestimmt
durch ¢y und ¢, also w ist eindeutig bestimmt. Wegen der Eindeutigkeit von w ist
w =0, wenn z=z+0 und z+w, w € O, in P. O

10
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Wir bestimmen nun den Flacheninhalt der Periodenparallelogramme.

(3.4) Proposition.
Die elementar-geometrische Flache eines Periodenparallelogramms P:=0(u; wy, w»)
ist gleich

volQ) := |Im(wytoy)].

Sie ist unabhéngig von der Wahl der Basis (w1, w2) von Q). o

Beweis.
Die elementar-geometrische Flache des Parallelogramms P ist in euklidischen Koor-
dinaten zundchst gegeben durch

Fo— |det Rew; Rew; .
Imw; Imwsy

Behauptung.

Rew1 Rewz o —
'det( Imw;, Imcs >‘ = [Im(wy@n)|

Beweis.
Seien wy = x +yi, wp = u +vi € C. Dann gilt

’det(Rew1 Rewz)‘: det<; Z)‘=|xv—yu|

Imw; Imw;
| Tm(wn@z)| = | Tm((x +yi) (1 —0i))| = [ Tm((xu+yo) + (yu — x0)i)| = [yu — x0| = |x0— yul

sowie

Ist nun (wll,wlz) weitere Basis, dann gilt nach (3.1) wll = awy + bwy, wlz = cwq +
dwy; € O mita,b,c,d € Z, ad-bc=%£1, so folgt

11
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F = |Im(wyw})| = |Im((aw + bw,)(cawr + daws))]
| Im (ac|w: |* + bd|w,|? + bew,@r + adw@s)|

(
(
(
(
(
(

= |Im(adw1i; + bewyn)|

| Im(adwiy) + Im(bewowy)|
| Im(adw1@y) — Im(bew, @)

= |Im(adw ;) — Im(bew:@3)|

|Im(ad — bc)wias)|
lad — bel|Im(wya)]
[Tm(wn@3)|
= F.
(3.5) Beispiel
Sei K=Q(+/d), d<0 quadratfrei, ein imaginzr-quadratischer Zahlkérper der Diskrimi-
nante D und ) der Ring der ganzen Zahlen, d.h. O = Z + Z%ﬁ, D=d, falls d=1

(mod 4), und sonst () = Z + Z\/H, D=4d. Dann ist () ein Gitter in C, und die Flache
eines Periodenparallelogramms ist 5+/|D|.

Losung;: e
1.Fall: SeiQ) = Z + Z%ﬁ, D=d. Dann ist Q) ein Gitter mit Basis (w1, wp) = (1,—1+Z;/ﬂ).
Nach Proposition (3.4) erhdlt man dann

__ 1+i/|d 1—iy/|d d 1
0ol := |tm(crz)| = [1m(1- EE) = L0 VI )

2.Fall : Sei ) = Z + Z+/d, D=4d. Dann ist Q) ein Gitter mit Basis (w1, w,) = (1,i+/]d])
nach Proposition (3.4),

__ . D 1
00l = [Im(ewi@)| = [1m(1-iy/ld])| = 1\/ld]l = 1y/ 2L = 1 /iD




