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Definition: Seienx,h∈R und f eine auf der MengeU ⊂R definierte reellwertige Funktion. Fürn∈N
heißt∆n

h f (x), wobei

∆h f (x) := ∆1
h f (x) := f (x+h)− f (x) falls x,x+h∈U,

∆n
h f (x) := ∆1

h(∆
n−1
h f )(x) für n≥ 2, falls x,x+h, . . . ,x+nh∈U,

dien-te Differenzvon f an der Stellex mit Inkrementh. Zusätzlich setzen wir∆0
h f (x) := f (x).

Aufgabe 1 (2 Punkte)
Zeigen Sie, dass fürn∈ N undx,h∈ R mit x+ jh ∈U für 0≤ j ≤ n gilt

∆n
h f (x) =

n

∑
j=0

(−1)n− j
(

n
j

)
f (x+ jh).

Satz (Jensen-Ungleichung)
SeiI ⊂ R ein Intervall undφ : I → R konvex. Sind dannf ,φ ◦ f ∈ L1(a,b) mit f ([a,b])⊂ I , dann gilt

φ

(
1

b−a

∫ b

a
f (x) dx

)
≤ 1

b−a

∫ b

a
(φ ◦ f )(x) dx.

(s. Hewitt-Stromberg, Real and Abstract Analysis, p. 202).

Definition: Für ein endliches Intervall[a,b] ⊂ R bezeichneX[a,b] im Folgenden immer einen der
RäumeC[a,b] oderLp(a,b),1≤ p <∞, versehen mit den entsprechenden kanonischen Normen.

Aufgabe 2 (3+2+4+2+4+2 Punkte)
Zu f ∈ X[0,1] ist dasn-teKantorovi č-PolynomKn f , n∈ N0, definiert durch

Kn f (x) := (n+1)
n

∑
k=0

pn,k(x)
∫ k+1

n+1

k
n+1

f (t) dt für x∈ [0,1],

wobei fürx∈ [0,1] undk,n∈ Z die Bernstein-Basispolynomepn,k gegeben sind durch

pn,k(x) =

{(n
k

)
xk(1−x)n−k , falls 0≤ k≤ n,

0 , sonst.

Zeigen Sie:

a) Es gilt:

(i)
∫ 1

0
pn,k(x) dx=

1
n+1

für 0≤ k≤ n,

(ii) p′n,k = n(pn−1,k−1− pn−1,k).
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b) Kn f (x) = d
dxBn+1F(x), wobeiF(x) =

∫ x
0 f (t) dt für x∈ [0,1].

c) Seiϕ(x) = x(1−x) für x∈ [0,1]. Zeigen Sie:

(i) Für f0(x) = 1 istKn f0(x) = 1.

(ii) Für gx(u) = u−x ist Kngx(x) =
ϕ ′(x)

2(n+1)
.

(iii) Für hx(u) = (u−x)2 ist Knhx(x) =
ϕ(x)
n+1

+
1−6ϕ(x)
3(n+1)2 .

d) Die OperatorenKn bilden einen Approximationsprozess aufC[0,1], d. h.

lim
n→∞

‖Kn f − f‖C[0,1] = 0 für f ∈C[0,1].

e) Für X = Lp sind die OperatorenKn gleichmäßig beschränkt durch 1, d. h. es gilt

‖Kn f‖Lp(0,1) ≤ ‖ f‖Lp(0,1) für f ∈ Lp(0,1) undn∈ N0.

f) Die OperatorenKn bilden einen Approximationsprozess aufLp(0,1), d. h.

lim
n→∞

‖Kn f − f‖Lp(0,1) = 0 für f ∈ Lp(0,1).

Hinweis: Zum Beweis von e) verwenden Sie, dass die Funktionφ(x) := |x|p für p≥ 1 konvex ist, und
benutzen Sie die Jensen-Ungleichung.

Aufgabe 3 (8 Punkte)
Beweisen Sie den Satz von Bohman-Korovkin fürC2π :

Sei(Tn)n∈N0 eine Folge positiver linearer Operatoren vonC2π in sich. Dann sind äquivalent:

(i) (Tn)n∈N0 ist ein Approximationsprozess aufC2π , d. h. für jedesf ∈C2π gilt

lim
n→∞

‖Tn f − f‖C2π
= 0.

(ii) Für die Funktionenf0(x) = 1, f1(x) = cosx und f2(x) = sinx gilt

lim
n→∞

‖Tn f0− f0‖C2π
= lim

n→∞
‖Tn f1− f1‖C2π

= lim
n→∞

‖Tn f2− f2‖C2π
= 0.

(iii) Für die Funktionenf0(x) = 1, ϕx(u) = sin2((u−x)/2) gilt

lim
n→∞

‖Tn f0− f0‖C2π
= lim

n→∞
‖Tn(ϕx;x)‖C2π

= 0,

wobeiTn(ϕx;x) die Anwendung vonTn auf ϕx(u) als Funktion vonu sei und dann dieC2π -Norm
bzgl.x betrachtet werde.

Aufgabe 4 (5+2+2 Punkte)

a) Beweisen Sie Lemma 6 der Vorlesung und folgern Sie daraus die Eigenschaft (6) der B-Splines aus
Lemma 5.

b) Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften des Stetigkeitsmoduls:

(i) ω( f , rδ )≤ rω( f ,δ ) für f ∈C[a,b] undr ∈ N,

(ii) ω( f ,αδ )≤ (α +1)ω( f ,δ ) für f ∈C[a,b] undα ∈ R, α > 0.



Aufgabe 5 (2+1 Punkte)
Seiena,b∈ R mit a < b.

a) Zeigen Sie für 1≤ p≤∞, dassLp(a,b) ⊂ L1(a,b) gilt, und dass eine KonstanteM > 0 existiert,
so dass

‖ f‖1≤M‖ f‖p für f ∈ Lp(a,b)

gilt.

b) Zeigen Sie fürf ∈ Lp(a,b), 1≤ p <∞, dass

lim
h→0

‖∆h f‖p = 0

gilt.
Hinweis: Benutzen Sie das Analogon von Satz I.10 über die Dichtheit vonC[a,b] in Lp(a,b).

Aufgabe 6 (2+2 Punkte)

a) Beweisen Sie den Eindeutigkeitssatz für Fourierkoeffizienten:
Sei f ∈C2π mit f∧(k) = 0 für allek∈ Z, dann istf ≡ 0.

b) Beweisen Sie das algebraische Analogon zum Eindeutigkeitssatz für Fourierkoeffizienten:
Seiena,b∈ R mit a < b und seif ∈C[a,b]. Gilt für die „algebraischen Momente“∫ b

a
f (x)xndx= 0 (n∈ N0),

so ist f ≡ 0.
Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass

∫ b
a | f (x)|2dx= 0 ist.


