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Aufgabe 1 (8 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Vervollständigung eines metrischen Raums bis auf Isometrie eindeutig ist. Sind
also〈X,ρ〉 ein metrischer Raum und〈X̃, ρ̃〉 sowie〈 ˜̃X, ˜̃ρ〉 Vervollständigungen von〈X,ρ〉, so sind〈X̃, ρ̃〉
und〈 ˜̃X, ˜̃ρ〉 isometrisch.

Aufgabe 2 (16+5+5+3+3 Punkte)
Beweisen Sie die folgende Version von Satz I.9 der Vorlesung:
Seien〈X,ρ〉 ein metrischer Raum undA⊂ X.

a) Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(i) A ist kompakt.

(ii) Jede unendliche Teilmenge vonA besitzt mindestens einen Häufungspunkt inA. Man nenntA
dann auchBolzano–Weierstraß–kompakt.

(iii) Jede unendliche Folge von Elementen ausA enthält eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert
in A. Die MengeA heißt dann auchfolgenkompakt.

(iv) Der metrische Raum〈A,ρ〉 ist vollständig undA ist total beschränkt. Dabei heißtA total
beschränkt, falls zu jedemε > 0 eine endliche MengeBε ⊂ A existiert mit

A⊂
[

f∈Bε

Sε( f ).

(v) Jede FamilieF = {Aα; α∈ I} von in〈A,ρ〉 abgeschlossenen MengenAα ⊂A, die die endliche
Durchschnittseigenschaft besitzt, erfüllt\

α∈I

Aα 6= /0.

Dabei besitztF die endliche Durchschnittseigenschaft, wenn für jede endliche Teilmenge
E ⊂ I stets

T
α∈E Aα 6= /0 gilt.

b) Ist A kompakt, dann istA auch abgeschlossen und beschränkt.

c) Mit A ist auch jede abgeschlossene Teilmenge vonA kompakt.

d) Es seien〈X,ρX〉 und 〈Y,ρY〉 metrische Räume,T : X → Y stetig sowieA⊂ X kompakt. Dann ist
T(A) kompakt inY.

e) Zu jeder stetigen AbbildungT von einem metrischen Raum〈X,ρX〉 nach〈R,ρnat〉 und jeder kom-
pakten MengeA⊂ X existieren Elementef ,g∈ A mit

T( f ) = sup
h∈A

T(h), T(g) = inf
h∈A

T(h).
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