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Aufgabe 1 (Bewertungen)

Sei K ein Körper. Eine Abbildung | · | : K → R>0 heißt Betrag von K, wenn für alle x, y ∈ K
gilt:

(B.1) |x| = 0 ⇔ x = 0,

(B.2) |x · y| = |x| · |y|,

(B.3) |x + y| 6 |x| + |y|.

Sei nun | · | der klassische Betrag auf Q; sei weiter x ∈ Q? und p ∈ P, dann gibt es eindeutig
bestimmte Zahlen r, a, b ∈ Z, p - a, b, mit x = a

b pr; wir definieren dann |0|p := 0 und |x|p :=
p−r.

(a) Zeigen Sie, dass | · |p ein Betrag auf Q ist.

(b) Untersuchen Sie die durch sk := ∑
k
n=0 n! und tk := ∑

k
n=0

1
n! definierten Folgen (sk)k

und (tk)k auf Konvergenz bezüglich | · | und | · |p; handelt es sich um Cauchy-Folgen
bezüglich | · | oder | · |p?

(3+4 Punkte)

Aufgabe 2

Zeigen Sie, dass

C :=
{

Z =

(

x −y
y x

)

∈ Mat(2 × 2, R); x, y ∈ R

}

mit den üblichen Rechenregeln für Matrizen ein Körper ist. Untersuchen Sie weiterhin, ob die
Abbildungen

R → C, x 7→

(

0 −x
x 0

)

,

bzw.

R → C, x 7→

(

−x 0
0 −x

)

,

Einbettungen von R in C, d.h. injektive Körperhomomorphismen sind.

(4+2+1 Punkte)



Aufgabe 3

Auf C × C definiert man das euklidische Skalarprodukt durch < z, w >:= Re(zw). Zeigen Sie
für alle w, z ∈ C:

1. Die Cauchy–Schwarzsche Ungleichung: | < w, z > | ≤ |w| · |z|. Dabei gilt das Gleich-
heitszeichen genau dann, wenn w und z linear abhängig über R sind.

2. Den Cosinussatz: |w + z|2 = |w|2 + |z|2 + 2 < w, z >.

3. Die Dreiecksungleichung: |w + z| ≤ |w| + |z|.

(3+2+2)


