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2. Übung zur HöherenFunktionentheorie
Abgabe:Freitag,26.10.2001,bis12.00Uhr

Aufgabe1 (Möbiustransformationen I )(6 Punkte):

a) SeiK ein Kreis odereineGeradein
��

undseiT :
���� ��

eineMöbiustransformation.Dannist
T � K � wiederein KreisodereineGeradein

��
.

b) SeienD1 � D2 offeneKreisscheibenin
�

undT :
���� ��

eineMöbiustransformationmit T � ∂D1 �
	
∂D2 � Danngilt entweder

T � D1 ��	 D2 und T � ��� D1 ��	 ���
D2

oder T � D1 ��	 ���
D2 und T � ��� D1 ��	 D2 �

c) SeiT :
���� ��

eineMöbiustransformation.Danngilt entweder

(i) T hateinenFixpunktoder

(ii) T hatzweiFixpunkteoder

(iii) T ist die Identiẗat.

Aufgabe2 (Möbiustransformationen II )(6 Punkte):

a) Mangebedie(eindeutigbestimmte)MöbiustransformationS :
���� ��

an,diegegebenepaarwei-
severschiedenez2 � z3 � z4 � �� folgendermaßenabbildet:

S � z2 ��	 1 � S � z3 ��	 0 � S � z4 ��	 ∞ �
b) ManbestimmeeineMöbiustransformationT :

���� ��
mit

T ��� 1��	 0 � T � i ��	 1 � T � ∞ ��	�� i �
c) BestimmenundskizzierenSiedengrauenBereichunterder

MöbiustransformationT :
���� ��

, T � z ��	 1� z.

� 1

� i
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d) ManbestimmeeineMöbiustransformationT :
���� ��

, diedengrauenBereichauf
einenWinkelraumW 	�� z � � ;z 	 reiϕ r � 0 � 0 � ϕ � ϕ0 � für ein ϕ0 � � 0;2π  
abbildet.Man führeeinegeeigneteGrößea ein undbestimmeϕ0 für diesesT in
Abhängigkeit von a.
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Aufgabe3 (SCHWARZsches Lemma und SCHWARZsche Derivierte ) (4 Punkte):

a) Essei f : ! �"�
holomorphundinjektiv mit f � 0��	 0. DesweiterengelteKρ � 0�$# f �%!$� für ein

ρ � 0. Man finde eine möglichst einfache(d.h. leicht zu überpr̈ufende)Bedingung,so dass&
f '(� 0� &*) ρ gilt.

b+,� Sei G # �
ein Gebiet und f : G

� ��
eine nicht-konstantemeromorpheFunktion. Die

SCHWARZscheDerivierteSDf : G
� ��

wird definiertdurch

SDf � z � : 	 f '-'.'%� z �
f ' � z � � 3

2

/
f '-'0� z �
f ' � z �21 2 �

Man zeige: f :
�3� �

ist genaudann eine (nicht-konstante)Möbiustransformation,wenn
SDf � z ��	 0 für alle z � � gilt.

Aufgabe4 (Automorphismen)(4 Punkte):
Für r �54  � 1 � undpaarweiseverschiedenezi � �� � i 	 1 �6�6�6�7� r seiG : 	 ��� � zi; i 	 1 �8�6�6�7� r � .

a+ ) Manzeige,dassAut � G � genauausdenMöbiustransformationenbesteht,diediezi untereinander
permutieren.

b+ ) Bestimmeexplizit Aut � G � für folgendeGebieteGi:

(i) G1 	 ��9 � z1 � z2 � ,
(ii) G2 	 ��9 � z1 � z2 � z3 � ,

(iii) G3 	 ��9 � z1 	 0 � z2 	 1 � z3 	 ∞ � z4 � ,
(iv) G4 	 ��9 � z1 � z2 � z3 � z4 � .

c) ManbestimmeAut � G � für denKreisringG 	 Kr: R mit 0 ; r � R.


