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15.Übung zur Höheren Funktionentheorie
Abgabe: Dienstag, 12.02.2002, bis 9.00 Uhr

Hinweis: Die Abgabe f̈ur Aufgabe 1 und Aufgabe 2 kann nicht verlängert werden (auch nicht um ein
paar Stunden!). Aufgabe 3 und Aufgabe 4 können (wie die Ferien̈ubung) bis zum ... abgegeben werden.

Aufgabe 1(Reihenüber Primzahlen)(5+5+5 Punkte):

a) Die Reihe∑p prim
1
p ist divergent; insbesondere existieren unendlich viele Primzahlen.

b) Die Reihe∑p prim
1

plogp ist konvergent.

c) Verscḧarfen Sie die Aussage von a) zu

∑
p≤xpprim

1
p
∼ log logx für x→ ∞.

Hinweis:

b) Scḧatzen Sie]{p prim;2n−1 < p< 2n} mit Hilfe des Primzahlsatzes ab.

c) Verwenden Sieϑ(x)∼ x sowie die Abelsche Summation (1.1).

Bemerkung: Man beachte, dass die harmonische Reihe und∑∞
n=2

1
nlogn (letzteres nach Integralver-

gleichskriterium) divergent sind.

Aufgabe 2(Hurwitzsche Zetafunktion)(5+?∗ Punkte):

a) Für 0< a≤ 1 wird durchζ(s,a) = ∑∞
n=0(n+a)−s eine f̈ur Re(s)> 1 holomorphe Funktion definiert.

Man bezeichnet sie als Hurwitsche Zetafunktion.

b) Für Re(s)> 1 gilt

ζ(s,a) =
1

Γ(s)

∫ ∞

0

−x
e−x−1

e−axxs−2dx.

c∗) ζ(s,a) hat eine meromorphe Fortsetzung nach ganzC und diese ist holomorph bis auf einen einfa-
chen Pol beis= 1 mit Residuum 1.

d∗) Man zeige:

ζ(−n,a) =
−1

n+1
Bn+1(a),

wobei die Bernoullische Polynome definiert sind alsBn(x) := ∑n
k=0

(n
k

)
Bn−kxk.

Hinweis: Bei c) zeige man z. B. zunächst

∫ 1

0
f (x)xs−2dx− 1

s−1
=

N−1

∑
n=1

bn

n+s−1
+
∫ 1

0

(
f (t)−

N−1

∑
n=0

bnt
n

)
ts−2dt



für geeignetebn’s (berechne!) undf (t) = −t
e−t−1e−at und zeige f̈ur das Integral der rechten Seite die

Fortsetzung nach Re(z)> α(N).

Aufgabe 3∗ (anderer Beweis f̈ur meromorphe Fortsetzung vonζ)(8∗ Punkte):
Zeigen Sie f̈ur s∈ C mit Re(s)> 1

ζ(s)− s
s−1

=
1

1−s

(
∞

∑
n=2

(
s+n−2

n

)
(ζ(s+n−1)−1)

)
,

und folgern Sie hiermit, dass sichζ(s)− s
s−1 zu einer auf ganzC holomorphen Funktion fortsezen

lässt.


