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13.Übung zur Höheren Funktionentheorie
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Aufgabe 1(Dirichlet-Reihen I )(6 Punkte):

a) Man gebe eine Dirichletreihe mitσb = 0 undσa = 1
3 an.

b) Geben Sie f̈ur die folgenden Funktionen

f (n) =

{
12 falls 13|n,
−1 sonst;

bzw. f (n) = σα(n) mit α> 1

die Konvergenzabzissenσa undσb der zugeḧorigen Dirichlet-ReihenD f (s) an.

Aufgabe 2(Dirichlet-Reihen II )(6 Punkte):
Bestimmen Sie alles∈ C, für die die folgenden Dirichlet-Reihen absolut konvergieren.

∞

∑
n=2

1

log2n
n−s,

∞

∑
n=0

2−ns,
∞

∑
n=1

2−nn−s.

Bemerkung: Man überlege sich bei b), dass es sich wirklich um eine Dirichletreihe wie in der Vorle-
sung handelt.

Aufgabe 3∗ (zahlentheoretische Funktionen)(10∗ Punkte):
SeiA = { f : N→ C, f Abbildung} die Menge der zahlentheoretischen Funktionen.f ∈ A heisst mul-
tiplikativ, wenn f 6≡ 0 und f (mn) = f (m) f (n) für alle teilerfremdenm,n∈ N.

a) (A ,+,∗) ist eine kommutative und assoziativeC-Algebra mit Einselement (welches?) und ohne
Nullteiler.

b) f ist genau dann eine Einheit des Ringes(A ,+,∗), wenn f (1) 6= 0.

c) Die Menge der multiplikativen zahlentheoretischen Funktionen ist eine Untergruppe der Einheiten-
gruppe von(A ,+,∗).

d) Aus den vorherigen Ergebnissen (also ohne Vorlesung) folgere man, dass die Möbiusscheµ-
Funktion, die Eulerscheφ-Funktion und die Teilersummenσα, α ∈ C multiplikativ sind.

Aufgabe 4(Liouvillesche Funktion)(8 Punkte):
Die durchλ(1) = 1 undλ(n) = (−1)α1+...+αr für 1< n = pα1

1 · . . . · pαr
r definierte Funktionλ ∈A heißt

L IOUVILLE sche Funktion. Man zeige:

a) λ ist multiplikativ mit λ−1 = |µ|= µ2.

b)

∑
d|n

λ(d) =

{
1, n = m2 für einm∈ N
0, sonst

.

c) Für alles∈ C mit Re(s)> 0 gilt
∞

∑
n=1

λ(n)n−s =
ζ(2s)
ζ(s)

.


