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Aufgabe 1(Eine ζ-Funktion )(6 Punkte):
Es seiΩ ein Gitter inC und

℘(z) =
1
z2 + ∑

06=ω∈Ω

(
1

(z−ω)2 −
1

ω2

)
die WEIERSTRASSsche℘-Funktion zuΩ. Wir wissen, dass die Reihe auf jedem Kompaktum vonC
nach Weglassen endlich vieler Glieder absolut-gleichmäßig konvergent ist. F̈ur z∈ C, z 6∈ Ω, erklären
wir

ζ(z) =
1
z
−

∫ z

0

(
℘(w)− 1

w2

)
dw,

wobei das Integral̈uber irgendeinen Weg von 0 nachz, derΩ vermeidet, zu ertsrecken ist. Zeigen Sie:

(i) ζ(z) ist wohldefiniert.

(ii) ζ(z) ist meromorph aufC mit genau Polstellen inΩ. Diese sind alle von erster Ordnung mit
Residuum 1.

(iii)

ζ(z) =
1
z

+ ∑
06=ω∈Ω

(
1

z−ω
+

z
ω2 +

1
ω

)
,

wobei die Reihe wieder die obigen Konvergenzeigenschaften besitzt.

(iv) ζ ist ungerade und zuω ∈Ω existiert einηω mit ζ(z+ω) = ζ(z)+ηω für allez∈ C.

Aufgabe 2(Additiver Aufbau von K (Ω))(6 Punkte):
Die Bezeichnungen seien wie in Aufgabe 2. Ferner sei 06= f ∈ K (Ω) unda1, . . . ,al ein irreduzibles
Repr̈asentantensystem der Polstellen vonf moduloΩ, d. h. jede Polstelle vonf ist moduloΩ zu einem
deraν kongruent und dieaν sind untereinander nicht kongruent. Die Hauptteile vonf in denaν seien
etwa cν1

(z−aν)
+ · · ·+ cνlν

(z−aν)lν

mit lν ≤ 1. Zeigen Sie die Existenz einer KonstantenC mit

f (z) =
l

∑
ν=1

(
cν1ζ(z−aν)+

lν

∑
k=2

(−1)k

(k−1)!
cνk℘(k−2)(z−aν)

)
+C.

Inwieweit ist diese Darstellung eindeutig?
Seien nun umgekehrta1, . . . ,al ∈ C paarweise inkongruent moduloΩ. Ferner seien irgendwelche
Hauptteile in denaν vorgegeben. Bestimmen Sie ein (notwendiges und hinreichendes) Kriterium für
die Existenz einer elliptischen Funktion zuΩ mit genau den Polstellena1, . . . ,al ∈ C moduloΩ und
den vorgegebenen Hauptteilen in denaν.



Aufgabe 3(Fourierentwicklung von ℘(τ)) (4 Punkte):
Zeigen Sie, dassτ 7→℘(z;τ,1) eine meromorphe Funktion inH ist und bestimmen Sie die Pole und die
Hauptteile der Laurent-Entwicklungen. Zusätzlich berechnen Sie bitte die Fourier-Reihe von℘(z;τ,1)
bez̈uglich τ.

Aufgabe 4(Verdopplungsformel für ℘)(4 Punkte):
Man dr̈ucke℘(2z) und℘(3z) rational durch℘(z) aus. Dabei gebe man das Ergebnis in normalisierter
Form an.


