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Aufgabe 1(Gewichtsformel für Γϑ)(20 Punkte):

Seik∈ Z eine Funktionf : H→ C heißt ganze Modulform vom Gewichtk zu Γϑ, wenn gilt

(Mk1) f ist holomorph aufH.

(Mk2) f |kM = f für alle M ∈ Γϑ.

(Mk3) f |kM ist für jedesM ∈ Γ bei ∞ holomorph.

Die dabei entstehende Menge wird mitMk(Γϑ) bezeichnet.f ∈ Mk(Γϑ) heisst Spitzenform, wenn
f |kM für jedesM ∈ Γ bei ∞ sogar eine Nullstelle hat und wird mitSk(Γϑ) bezeichnet.

a) Mk(Γϑ) undSk(Γϑ) sind Vektorr̈aume mit

Mk(Γϑ) ·Ml (Γϑ)⊂Mk+l (Γϑ) und Mk(Γϑ) ·Sl (Γϑ)⊂ Sk+l (Γϑ).

b) Seik∈ Z, f ∈Mk(Γϑ) undM ∈ Γ, so besitztf |kM eine Fourierentwicklung der Form

( f |kM)(τ) =
∞

∑
m=0

α f (m;M)eπimτ, τ ∈H,

die für jedesε > 0 auf der Menge{τ ∈H; Imτ ≥ ε} absolut gleichm̈aßig konvergiert. Die Fourier-
koeffizientenα f (m;M) sind eindeutig bestimmt und erfüllen

α f (m;LM) = α f (m;M) für alle m∈ N0,L ∈ Γϑ,M ∈ Γ.

Desweiteren gilt:

α f (m; I) =
1
2

∫ w+2

w
f (τ)e−πimτdτ.

Hinweis: Betrachte die Funktiong(τ) := ( f |kM)(2τ).

c) SeiFϑ := {τ ∈ H; |τ| ≥ 1,−1 < x≤ 1, |τ| > 1für − 1 < x < 0} Man zeige: Geḧorenτ und Mτ,
M ∈ Γτ mit M 6=±E zuFϑ, so folgt

τ = Mτ = i und M =±J.

d) Sei 06= f ∈Mk(Γϑ). Für q∈Q sei ordq f := ord∞ f |M, falls M ∈ Γ mit M∞ = q. Zeigen Sie, dass
die Definition unabḧangig von der Wahl der Matrix ist.

e) Man zeige die folgende Gewichtsformel für Γϑ:

2ord∞ f +ord1 f +
1
2

ordi f + ∑
w∈Fϑ,w6=i

ordw f =
k
4
.

Hinweis: Führen sie entweder den Beweis wie in der Gewichtsformel zuΓ oder konstruiere eine
Funktion, auf die man die Gewichtsformel zuΓ anwenden kann.



f) Man stelle eine Tabelle analog wie auf Seite 150 im Buch von Professor Krieg auf. Dabei sei
0≤ k≤ 10.

g) Kann man einige der Ergebnisse von der Proposition auf Seite 150 auch für ganze Modulformen zu
Γϑ zeigen? (Da wir noch keine Modulformen zuΓϑ kennen, die nicht auch Modulformen zuΓ ist,
entfallen einige Ergebnisse automatisch.)


