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Aufgabe 1: Für x,y∈ R seid(x,y) :=
∣∣∣ x

1+|x| −
y

1+|y|

∣∣∣. Zeigen Sie:

a) d ist eine Metrik aufR, welche die natürliche Topologie induziert.
Hinweis: Benutzen Sie den Mittelwertsatz der Differentialrechnung. 4

b) Geben Sie eine Cauchy–Folge in(R,d) an, die nicht konvergiert. 2

Aufgabe 2: Zeigen Sie:

a) Psdn(R) = Pn(R). Dabei seiPsdn(R) die Menge der positiv semidefinitenn× n-
Matrizen überR. 3

b) GLn(R) ist eine dichte Teilmenge vonMn(R). 3

c) Dn(C) ist eine dichte Teilmenge vonMn(C). Hier seiDn(C) die Menge der diagona-
lisierbaren Matrizen überC. 3

Aufgabe 3: SeiX eine nicht–leere Menge,A ein Filter aufX und

B := {B⊂ X | X\B endlich}.

Beweisen Sie die Äquivalenz der beiden Aussagen

(i) B ⊂ A .

(ii)
⋂

A∈A A = /0. 3

Aufgabe 4: Sei /0 6= X endlich. Zeigen Sie, dass jeder Filter aufX von der Form

FA := {B ; A⊂ B⊂ X}, /0 6= A⊂ X

ist. Wie sehen die Ultrafilter aus? 3

Aufgabe 5: SeiX unendlich. Zeigen Sie, dass aufX ein nicht–trivialer Ultrafilter existiert. 3
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